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CGAL's sew operation
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Ambition : définir un domain-specific language (DSL) pour la
modélisation géométrique

Motivations : abstraction, performance, concision, correction,
simplicité
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Approche Classique Jerboa 1

1. BELHAOUARI et al. 2014
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Croissance de plantes Architecture

Simulation physique Géologie
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Topologie vs géométrie

Objet

Topologie différente Géométrie différente
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Topologie
Cartes généralisées
Opérations topologiques

Géométrie
Plongements
Calculs

Jerboa
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Topologie
▶ Représentation et modification de la structure des objets



Cellules topologiques
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Catégorie(s) des graphes

Graphe

G =

Morphisme de graphes

G = H =

Forme une catégorie adhésive
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Cartes généralisées 1

1. LIENHARDT 1989 ; DAMIAND et al. 2014
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Cartes généralisées 1

Légende : 0, 1, 2

Représentation par graphes
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Cartes généralisées 1

d

Légende : 0, 1, 2

Représentation par graphes

Brin d identifie
sommet orange
arête violette
face verte

1. LIENHARDT 1989 ; DAMIAND et al. 2014
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Cartes généralisées 1

d

d'

Légende : 0, 1, 2

Représentation par graphes

0-arc
▶ sommets distincts
▶ mêmes arêtes et faces

1. LIENHARDT 1989 ; DAMIAND et al. 2014
12 / 55



Cartes généralisées 1

d
d'

Légende : 0, 1, 2

Représentation par graphes

1-arc
▶ arêtes distinctes
▶ mêmes sommets et faces

1. LIENHARDT 1989 ; DAMIAND et al. 2014
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Cartes généralisées 1

d

d'

Légende : 0, 1, 2

Représentation par graphes

2-arc
▶ faces distinctes
▶ mêmes sommets et arêtes

1. LIENHARDT 1989 ; DAMIAND et al. 2014
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Cartes généralisées 1

Légende : 0, 1, 2

Superposition des graphes

1. LIENHARDT 1989 ; DAMIAND et al. 2014
12 / 55



Exercice

Donner la carte généralisée associée à l’objet suivant
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Question : Comment décrire formellement une carte généralisée
(sous forme de graphe)?

Pour rappel, voici la définition combinatoire d’une carte
généralisée (cours de Samuel Peltier)

Une n-Gcarte (n ≥ 0), est un (n + 2)-tuple (B, α0, · · · , αn) tel
que :
▶ B est un ensemble fini de brins
▶ ∀i ∈ 0..n, αi est une involution sur B

▶ ∀i ∈ 0..(n− 2),∀j ∈ (i + 2)..n, αiαj est une involution sur B
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Graphes topologiques

Graphes topologiques : arcs typés par une dimension de 0..n

n-Graph := Graph/ TG

avec TG = v

3

01
2

n. . .
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Contraintes topologiques

Gcartes : n-Graph avec contraintes topologiques

non-orientation chaque arc admet un unique inverse
arcs incidents chaque nœud est incident à un unique arc par

dimension i ∈ 0..n

cycles pour i, j tels que i + 2 ≤ j, tout chemin ijij est un
cycle
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Contrainte d’arcs incidents

Légende : 0, 1, 2

chaque nœud est incident à un
unique arc par dimension
i ∈ 0..n

Traduction de αi permutation
→ cours de Samuel Peltier

involution car graphe
non-orienté
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Contrainte de cycle

Légende : 0, 1, 2

pour i, j tels que i + 2 ≤ j, tout
chemin ijij est un cycle

Traduction de αi ◦ αj

permutation
→ cours de Samuel Peltier

involution car graphe
non-orienté
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Digression sur les contraintes

Contraintes exprimées dans le ‘langage courant’

Reformulation possible en logique du premier ordre, à la
Courcelle 1

Représentation graphique des contraintes par ‘nested
conditions’ 2

1. COURCELLE 1997
2. HABEL et al. 2009 ; EHRIG et al. 2014 ; BEHR et al. 2021
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Orbites et cellules topologiques

Légende : 0, 1, 2

Orbite : Sous-graphe induit par
un sous-ensemble ⟨o⟩ de
dimensions

▶ Sommets : orbites ⟨1, 2⟩

▶ Arêtes : orbites ⟨0, 2⟩
▶ Faces : orbites ⟨0, 1⟩
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Rappel transformation de graphes 1

KL R

1. ROZENBERG 1997 ; EHRIG et al. 2006 ; HECKEL et al. 2020
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Rappel transformation de graphes 1

KL R

G

L

m

D

K

1

R

H

2

1. ROZENBERG 1997 ; EHRIG et al. 2006 ; HECKEL et al. 2020
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Rappel sur la réécriture par DPO

Règle p = L
l←−↩ K

r
↪−→ R, match m : L ↪→ G

Alors G⇒r,m H si

L K R

G D H

l

m P O

r

m′P O

existe
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Opération de modélisation géométrique

Opération de modélisation géométrique

G⇒r,m G′

avec
▶ r règle de réécriture de graphes
▶ m match

où G et G′ sont des Gcartes bien formées
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Réécriture d’orbites

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
instanciée

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

<0, 1>

n0

Implicitement
calculée

<0, _>

n0

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
instanciée

Local
a

b

c

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

<0, 1>

n0

Implicitement
calculée

<0, _>

n0

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
instanciée

Local
a

b

c

a

b

c

a

b

c

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

<0, 1>

n0

Implicitement
calculée

<0, _>

n0

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
instanciée

Local
a

b

c

a

b

c

a

b

c

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

<0, 1>

n0

Implicitement
calculée

<0, _>

n0

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
instanciée

Local
a

b

c

a

b

c

a

b

c

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

<0, 1>

n0

Implicitement
calculée

<0, _>

n0

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
instanciée

Local
a

b

c

a

b

c

a

b

c

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

<0, 1>

n0

Implicitement
calculée

<0, _>

n0

25 / 55



Réécriture d’orbites

Règle
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Local
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Produits de graphes 1

<0, _>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1
1 0

▶ ι(Π, P ) : instanciation
▶ EΣ : foncteur de plongement
▶ πΣ : foncteur de projection

1. inspiré de BAUDERON 1995
26 / 55
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Construction complète

Produit Produit Produit

27 / 55



Construction complète

Étape de réécriture par DPO
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Construction complète

Entrée 1: Schéma de règles

Sortie: G-carteEntrée 2: G-carte

27 / 55



Préservation de la consistance

Modification d’un objet bien formé vers un objet bien formé

∼ correction de typage d’un programme

Soit une contrainte c, une règle r = L←↩ K ↪→ R et un
morphisme m : L ↪→ G.

Si G |= c, comment assurer que H |= c avec H := G⇒r,m H ?

→ Retour utilisateur
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Inconsistances topologiques
Contrainte de cycle : les chemins 0202 sont des cycles
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Intuition

H\R
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Intuition

R\K

H\R
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Intuition

H\R K ?

R\K

30 / 55



Vérification statique et syntaxique

Non-orientation
Par convention on manipule toujours un arc et son inverse

Arcs incidents
nœuds créés contrainte imposée
nœuds préservés préservation des incidences

Cycles
nœuds créés contrainte imposée
nœuds préservés préservation des chemins partiels
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On peut maintenant considérer un schéma de règle S et qu’on
applique le foncteur ι(−, P ) à S.

Question :
Comment récupérer P ?
Comment résoudre l’unicité à isomorphisme près?

32 / 55



Instanciation : approche constructive

<0, _>

a

<1, 2>

c

<_, 2>

b
1 0

<0, 1>

a

a b c

a0

b0 c0

c2
a3 b3 c3
a4 b4 c4
a5 b5 c5
a6 b6 c6
a7 b7 c7
...

...
...
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Algorithme d’application des règles

1. Récupérer l’orbite de support du hook principal

2. Par parcours de la structure, constuire le tableau décrivant
le membre gauche

3. Créer les brins correspondant aux nouveaux nœuds

4. Construire les arcs de renommage de l’orbite (liens
verticaux), en terminant par le hook principal

5. Eliminer les brins des nœuds supprimés

6. Construire les arcs entre copies de nœuds distincts (liens
horizontaux)
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Géométrie
▶ Représentation et modification des valeurs associées aux

objets



Géométrie
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Géométrie
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Géométrie

(196,251,76) (76,196,251)(255,251,0)

36 / 55



Plongements

DD D D

F GE E
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E
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I I

I

J J
KK

K

B J J C

B CJ J

A AA A

Légende : 0, 1, 2

Plongement : fonction
π : ⟨oπ⟩ → τπ avec τ un type de
données abstrait

▶ position : ⟨1, 2⟩ → Point3
▶ color : ⟨0, 1⟩ → ColorRGB
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Question : Quelle représentation (abstraite) pour les
plongements?
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Rappel sur les types de données (Syntaxe)

Signature Ω = (S, F ) d’un type de données
▶ ensemble S de noms de types
▶ ensemble F de noms de fonctions munis d’un profil

ρ : F → S+

Pour f ∈ F tel que ρ(f) = (s1, . . . , sm, s), on note

f : s1 × . . .× sm → s

Forment une catégorie (les morphismes sont les fonctions
préservant les profils)
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Signature Ω(position, color)

S(position, color) = {Point3, Vector3, ColorRGB}

F (position, color) = {plus, midpoint, mix}
▶ plus : Point3× Vector3→ Point3
▶ midpoint : Point3× Point3→ Point3
▶ mix : ColorRGB× ColorRGB→ ColorRGB
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Rappel sur les types de données (Sémantique)

Ω-algèbre pour une signature Ω = (S, F )
▶ famille d’ensembles de valeurs (As)s∈S

▶ fonction fA : As1 × . . .×Asm → As pour tout nom de
fonction f : s1 × . . .× sm → s de F

Forment une catégorie (les morphismes sont les fonctions
préservant la structure)
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Algèbre A(position, color)

▶ A(position, color)Point3 = R3

▶ A(position, color)Vector3 = R3

▶ A(position, color)ColorRGB = [0, 1]3

▶ plusA(position,color) : translation d’un point par un vecteur
▶ midpointA(position,color) : milieu du segment
▶ mixA(position,color) : mélange de deux couleurs
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Rappel sur les graphes attribués

Graphe Ω-attribué AG = (G,A) est défini par
▶ E-graphe G = (VG, DG, EG, AG, sG, tG, saG, taG)
▶ Ω-algèbre A telle que DG =

⊔
s∈S As
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Gartes plongées sur position et color

On considère la catégorie

Ω(position, color)-AGraph/(ETG, 1Alg(Ω(position,color)))

avec ETG = V

Point3

ColorRGB

0

1

2

position

color
Vector3

Contraintes pour l’existence et l’unicité des valeurs

Contrainte de cohérence au type d’orbite
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Question : Quel type de données pour la modélisation
géométrique?

Signature et algèbre étendues ‘à la volée’

Question : Comment modifier le type de données?

Ajout d’un nom de type (resp. nom de fonction) dans la signature
et d’un support (resp. d’une fonction) dans l’algèbre

→ implémentation de la fonction
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Modification d’un attribut
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Type de données algébrique
▶ Point3, Vector3, ColorRGB, . . .
▶ plus, midpoint, mix, . . .
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Modification d’un attribut
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Etendu avec des opérateurs de structure
▶ Accesseurs

a. position = A
a. color =  

▶ Opérateurs de voisinage
▶ Opérateurs de collecte
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Modification d’un attribut
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Etendu avec des opérateurs de structure
▶ Accesseurs
▶ Opérateurs de voisinage
▶ Opérateurs de collecte

position ⟨0, 1⟩(a) = [[A, B, C, D]]
color⟨0,1⟩(a) = [[ ]]
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Extension aux schémas
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= middle([[A, B, C, D]])
= middle(position ⟨0, 1⟩(a))
= middle(position ⟨0, 1⟩(n0))
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Inconsistance géométrique

Constrainte brins d’une ⟨0, 1⟩-orbite ont la même couleur

a

b

a

b

mix(a.color, b.color)
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Inconsistance géométrique

Constrainte brins d’une ⟨0, 1⟩-orbite ont la même couleur

Rule completion

a

b

a

b

mix(a.color, b.color)
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D’un langage abstrait vers un langage concret
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Conclusion

Dans cette séance nous avons évoqué une mise en application
les transformations de graphes dans un domaine spécifique

→ la modélisation géométrique

▶ Adapter la théorie générale à nos besoins
▶ Construction abstraite dédiées
▶ Implémentation par des algorithmes efficaces

Suite : mise en application
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Jerboa
▶ Une plateforme de conception de modeleurs géométriques



Editor

Static analysis

Jerboa Kernel
Rule

application
engine

Embedding
Librairies

Bridge

to view

3D Coordinates,
RGB Colors, ...

Object
specifications

Dimensions
and embeddings

Creation
of rules

Quad subdivision,
face triangulation,

... Generic Viewer
Load
Save

Apply Operations

Generated

Modeler Kernel

Quad subdivision,
face triangulation,

...

Automated User input Generic Specific
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