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Le contexte : comment spécifier et prototyper une
opération de modélisation géométrique ?

Opération de Menger
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Le contexte : comment spécifier et prototyper une
opération de modélisation géométrique ?

Opération de Menger

Structure d’un objet = modéle combinatoire = graphe
Opération = transformation d’objets = réécriture de graphes
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Un graphe ?

Un ensemble d’objets ou d’éléments et des relations
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Un graphe ?

Un ensemble d’objets ou d’éléments et des relations
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Réécriture (ou transformation)
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Réécriture (ou transformation)

Réécriture de mots :
> un alphabet X
» ensemble de régles u — v avec u et v mots de X*
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Réécriture (ou transformation)

Réécriture de mots :
> un alphabet X
» ensemble de régles u — v avec u et v mots de X*

orant — eur

Vous_étes_doctorants_! — Vous_étes_docteurs_!
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Comment réécrire un graphe ?
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Comment réécrire un graphe ?

* o r a n t * * e u r *
o — 0 — 00— 0 —0—0—0— 0o — o — 00— 06— 0 —0— o

1. inspiré de EHRIG 1979
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Comment réécrire un graphe ?

* o r a n t * * e u r *
o — 0 — 00— 0 —0—0—0— 0o — o — 00— 06— 0 —0— o
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Comment réécrire un graphe ?

* o r a n t * * e u r *
o — 0 — 00— 06— 0 —0—0—0o — o — 00— 06— 0 —0— o

Pas de notion de début et de fin d’'un graphe

= |dentifier des éléments de “recollement”

1. inspiré de EHRIG 1979
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Opérations comme des transformations de graphes
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Approche dite par "double pushout" fondée sur la

théorie des catégories

X, fi2 X,
\flj Q
hy Xs f34 X,
[
hs
i 912 Y, ha
924
913
Y3 Yy

934

Théorie des catégories = Art d’écrire des diagrammes
combinant des carrés bien agencés
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Organisation de la journée

» Session 1 : Théorie des
catégories et transformations
de graphes

w o s
u.&.v Oy —— L.A.y
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Organisation de la journée

» Session 1 : Théorie des
catégories et transformations
de graphes

» Session 2 : Opérations de
modélisation géométrique
comme spécialisation des
transformations de graphes
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Organisation de la journée

» Session 1 : Théorie des

catégories et transformations S o o
de graphes L ! K ! “n :

» Session 2 : Opérations de
modélisation géométrique
comme spécialisation des
transformations de graphes

» Session 3 : TP avec Jerboa b
une plate-forme dédiée a la wﬁﬂ W
conception d’opérations de

modélisation géométrique
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Plan de la session 1

Introduction

Eléments de théorie des catégories
Définition et premiers exemples
Quelques constructions catégoriques
Catégorie des Q2-algébres

Catégories a base de graphes
(Multi)-graphes
Graphes étiquetés
Graphes typés
Graphes attribués

Transformations de graphes
Transformations dans Graph
Catégories adhésives et graphes attribués
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Introduction

» Origine dans les années 1950

> Met I'accent sur les relations entre les entités étudiées,
plutdt que les entités elles-mémes

= abstraction des détails relatifs aux entités elles-mémes

> trés utilisée en informatique,

... ici pour formaliser la réécriture de graphes
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Les catégories pour les nuls

Des objets
Des relations réflexives et transitives

Et c’est tout
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Les catégories pour les nuls

Des objets
Des relations réflexives et transitives

Et c’est tout
Enfin, pas tout a fait

Des diagrammes
Et des compositions de concepts

?u\(A;,‘leXEEIIL

/ /

N / )
TTTX 10 (A7) & and TTX "
T / / (A14) o
J\L4 .

TTTX ™ TTTX ——*—— TTX

lity | Fsubx associativity

Fsuk
(A.16)
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Catégories
Une catégorie A consiste en :
» une collection O(A) d’objets;

» pour tout A, B € O(A), une collection A(A, B) de
morphismes de A vers B.

» pour tout A, B,C € O(A), une fonction

(9, f) gof

appelée composition, satisfaisant :
pour tout f € A(A,B), g € A(B,C) eth € A(C,D),

(hog)of=ho(gof)

» pour tout A € O(A), il existe un élément 14 de A(A, A),
appelé l'identité sur A, tel queue :
pour tout f € A(A,B), foly=f=1pof

{A(B,C’)XA(A,B) —  A(A,C)
>
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Commentaires

» Collection = expression pour désigner n’importe quel tas
d’objets comme une classe, un ensemble, un type, etc.

Une catégorie est dite petite si ses collections d’objets et de
morphismes sont des ensembles.

» Une catégorie peut étre vue comme un graphe orienté
particulier

» boucle sur chague nceud/objet (identité)
» et composition des arcs/morphismes (associativité)

» Notations :

> Aec Apour A e O(A)

> f:A— BouA-Ls Bpour f e AA, B).
»> Hom 4(A, B) ou Mor 4(A, B) pour A(A, B)
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Catégories particuliéres
» Catégorie vide @ : aucun objet et aucun morphisme.

» Categorie triviale % : un seul objet * avec un seul
morphisme identité 1..

» Catégorie produit A x B avec pour objets les couples (A, B)
dans A x B et les morphismes les couples de morphismes
(f: A=A, g:B—B)

> AP |a catégorie opposée avec pour objets O(.A) et pour
morphismes f? : B - A € A°’(B, A) pour f € A(A,B)
Observons que P o g% = (go f)P et 17 = 14.
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Catégories discrétes

Les seuls morphismes sont les morphismes identités associés
aux éléments d’'un ensemble.

9 ¥

Go
&
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Catégorie des ensembles Set
» Objets = ensembles
» Morphismes = fonctions entre les ensembles

\{

> O W g )=
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Monoides vus comme des catégories

Un monoide (E, %, 1) est un ensemble E muni d’'une opération
interne x associative et d’'un élément neutre 1 pour cette
opération
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Monoides vus comme des catégories

Un monoide (FE, %, 1) est un ensemble E muni d’'une opération
interne x associative et d’'un élément neutre 1 pour cette
opération

Monoide = catégorie a un seul élément

Une autre idée ?
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Préordres vus comme des catégories
Un préordre (E, <) est un ensemble E muni d’'une relation
binaire < réflexive et transitive.
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Préordres vus comme des catégories
Un préordre (E, <) est un ensemble E muni d’'une relation
binaire < réflexive et transitive.

Catégorie fine = au plus un morphisme entre deux éléments
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Tout est catégorie

La plupart des structures mathématiques (groupes, anneaux,
espaces topologiques, etc) peuvent étre vues comme des
catégories

y compris les différentes classes de graphes
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Isomorphismes, monomorphismes et épimorphismes

» f: A— Bdans A estunisomorphisme s’il existe g: B — A
dans A vérifiant
gof=1setfog=1p
g est alors appelé I'inverse de f.

» f: A— Bdans A estun monomorphisme ou un mono, f:
A — B, s'il est simplifiable a gauche i.e., pour tout objet
X € A et pour toute paire de morphismes g,¢': X — A,

Sifog=fog alorsg=g

» f: A— Bdans A estun épimorphisme, ou un épi, s’il est
simplifiable a droite i.e., pour tout objet X € A et pour toute
paire de morphismes g,¢': B — X,

Sigof=g¢gofalorsg=g
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Objets initiaux et terminaux

Un objet & 4 d’'une catégorie A est dit initial si pour tout objet
A € A, il existe un uniqgue morphisme @ 4 — A.

Par dualité, un objet 1 4 d’'une catégorie A est dit terminal si pour
tout objet A € A, il existe un unique morphisme A — 1 4.

Les objets initiaux et terminaux d’une catégorie A, lorsqu’ils
existent, sont uniques a isomorphisme preés.

Notations

» Lobjet initial de A est noté @ 4.
» !, dénote 'unique morphisme A — 14, pour A objet de A.
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Exemples

» Lunique objet de la catégorie triviale x est a la fois initial et
terminal.

» Dans Set, 'ensemble vide () est initial et tous les singletons
sont terminaux.
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Diagrammes commutatifs

Un diagramme exprime des équations entre morphismes de
mémes source et cible.

N

f
.<7

NS}
+—
.

Q
-

—
h

exprime I'égalité
hogof=1

Un diagramme est dit commutatif si tous les couples de chemins
de méme source et méme cible définissent deux morphismes
€gaux par composition des morphismes le long des chemins.
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Diagrammes remarquables

> carrés
A L> B
rlo s
¢ — D
g
> spans
Adch B
> cospans
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Premiere construction universelle : produit

Le produit de A et B deux objets d’'une catégorie A est la
donnée d’'un span

AL pPEop
dans A vérifiant que pour tout autre span de la forme

Ad% x 12, Bdans A, il existe un unique morphisme
X — P assurant que le diagramme ci-dessous commute :

X
A P B
pa PB

Les morphismes p4 and pp sont appelés projections.
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Produit : commentaires

> Lexistence et 'unicité d’'un morphisme f: X — P, est noté
dans les diagrammes par :

3!
42 B

> Si A et B admettent deux produits 4 £~ P 25 B et

v’ i .
A &2 P 2B, B, alors P et P’ sont isormorphes.

» Par abus, le produit de A et B est décrit par P, dénoté par
A x B, laissant implicites les projections p4 et pp.
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Exemple dans Set

Le produit de deux ensembles A et B dans Set est le produit
cartésien A x B usuel muni des projections sur chacune des
composantes.
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Produits fibrés (pullbacks)
Le produit fibré d’'un cospan A % ¢ & Bestun span
A LA p 2B, B vérifiant que le carré

p -,
pBl g (1)
B

— C
h

est commutatif et que pour tout span A J2 x 12, B formant un
carré communtatif avec 4 % C - B,ona:
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Exemple

Le produit fibré de 4 % ¢ & B dans Set est 'ensemble
P ={(a,b) € Ax B|g(a) = h(b)}
muni des projections

pa(a,b) =a etpp(a,b) =10
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Somme amalgamée (dual du produit fibré)
La somme amalgamée (pushout) d’un span A < C 5 Bestle
cospan A 24, p #Z B vérifiant que le carré

c 2,54

o e

B —— P
PB

commute et est universel : pour tout autre carré commutatif, il
existe un uniqgue morphisme assurant la commutatitivité de :

pa et pp les coprojections de la somme amalgamée.
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Somme amalgamée dans Set

La somme amalgamée A4 < C ", B dans Set est

P=(AUB)/~

» AU B est'union disjointe de A et B, isomorphe a
I'ensemble ({0} x A)U ({1} x B)

> et ~ est la relation d’équivalence définie sur C par :
g(c) ~ h(c) pourtout c € C

Les coprojections ps: A — P et pg: B — P envoient les
éléments a € A et b € B sur leur classe d’équivalence dans P.

Abus de notation : A+ Bpour A< ¢ % B
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Foncteurs

Un foncteur F': A — B entre deux catégories est défini par :
» une fonction F': O(A) — O(B),

» et pour tout couple A, A’ € A, une fonction
F:A(AA) = B(F(A),F(A")),

satisfaisant les propriétés suivantes :

> F(go f)= F(g)o F(f) pour tous les morphismes f:
A— Betg: B— Cdans A;

> F(14) = 1p(a) pour tout objet A € A.
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Catégorie Cat

La catégorie des catégories Cat est définie par :
> objets = petites catégories.
» morphismes = foncteurs entre deux catégories.

Nota bene : Cat est bien définie car

» 14 est le foncteur dont les composantes sont les identités
sur les objets et les morphismes de A

> la composée de deux foncteurs se définit par la composée
standard élément (objet et morphisme) par élément
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Exemples de foncteur

» P :Set — Set défini par :
» pour un ensemble A,

A—PA={X|XCA}
» pour une application f: A — B,

f—= P(f): PA — P(B)
X = {fl@)|zeX}

est un foncteur.
» Soient (F, <) et (E', %) deux préordres.

Les foncteurs F': (E, <) — (E', <) sont les fonctions
monotones, i.e. vérifiant F'(a) < F(b) pour a et b de E avec
a <b.
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Catégorie slice A/A

(ou catégorie des objets de A au dessus de A)
Soit A un objet d’'une catégorie A.
La catégorie slice de A sur A, notée A/ A, est définie par :

> les objets de O(A/A) sont les morphismes X — A dans A,

» pour deux objets f: X — Aet f': X’ — Adans A/A,
'ensemble A/A(f, ') des morphismes de f vers f’ sont
les morphismes g: X — X’ assurant le diagramme
commutatif suivant :

x—7 X

N

Remarque : le morphisme 14 est terminal dans A/A.
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Catégories pour les structures de données

> Syntaxe
Une signature décrit I'interface d’un type abstrait a I'aide des
identificateurs des types de données et de leurs opérations.

Les signatures (interfaces des types abstraits) peuvent étre
organisées au sein d’'une catégorie.

» Sémantique
Pour une signature donnée, une algébre fournit un
ensemble de valeurs pour chacun des types et des
interprétations fonctionnelles des opérations.

Les algebres définies pour une signature constituent les
objets d’'une catégorie.
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Signatures

Une signature Q = (S, F') d'un type de données est définie par
» un ensemble S de noms de types

» et un ensemble F' de noms d’opérations f munis d’un profil
(s1,...8m,s dans S* x S noté sous la forme

fi81X...X 8, —s

Exemple :
Q= ( {bool,int},
{true, false : — bool,
zero : — nt,
succ : int — int,

plus : int X int = int,
even : int — bool, ...})
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Catégorie des signatures

Un morphisme de signatures o : Q1 = (S1, F1) — Q9 = (S, F»)
est défini par

» une application og : S1 — S2

» une application o : F1 — F, préservant les profils, i.e.
vérifiant que pour f dans F} de profil s; X ... X 8, — s,
or(f) estde profil og(s1) X ... X 05(sm) — o5(s)
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Q= ( {bool,int},

{true, false : - bool,
zero : — int,
succ : int — nt,
plus : int X int — int,
even : int — bool, ...})

Oy = ( {Truth,Nat, List},

{T,L: —  Truth,
0: —  Nat,
+1: Nat — Nat,
+: Nat x Nat —» Nat,
pair : Nat — Truth,
IE — List, ...})

o= (og,0r): Q1 — Q9 est un morphisme de signatures avec :

og: bool — Truth,int — Nat
op: true— T, false — 1, zerow— 0,

succ — +1, plus — +, even — +
39/98



Catégorie des 2-algébres Alg((2)

Etant donnée une signature ©, une Q-algébre est définie par
» une famille d’ensembles de valeurs (A;)scs

> et par une fonction f4: A, x ... x Ag, — As pour tout
nom d’opération f: s; X ... X s, — s de .
Un morphisme de Q-algébres g: A — B est une famille
d’applications (gs: As — Bs)ses Vérifiant que pour tout f:
S1X...X 8y, —>s€EFetpoura; € Agy, ..., am € As,,,

gs(f a1, am)) = [Plgsy (), .-, g, (am)).

Les Q-algebres et leurs morphismes forment la catégorie
Alg(Q).
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Q)-termes

Soit Q = (S, F') une signature et X une famille S-indexée
d’ensembles de variables, disjointe de F.

Pour s € S, 'ensemble T (X), des termes de type s sur 2 avec
variables dans X est défini inductivement par :

» pour x dans X,
x e TQ(X)S

> pour f:s1 X ...x sy, — sdans F, pour tout t; € To(X), ,
e tm € TQ(X)Sm,

f(tl,. .. ,tm) S TQ(X)S

Lensemble T (X) = | |,c5 Ta(X)s est 'ensemble des 2-termes
avec variables dans X.
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Algebre des termes

Les termes définissent I'algebre des termes notée 7o (X) ou :
» I'ensemble de valeurs T (X), de type s est T (X)s
> pour f:s1 X ...X sy, — sdans F, pour tous t; € To(X),,,
e tm € TQ(X)Sm,
fTeX) (... t,,) estle terme f(t1, ..., t,) de To(X),.

Pour une Q-algebre A, toute fonction f: X — A définit un
morphisme d’algébres unique

ff:Ta(X)— A

exprimant I'évaluation des termes dans A.
Ta(X) estinitiale dans Alg(f2).
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Algébre terminale

1a1g(0) €St I'algebre définie par
» un singleton comme ensemble de valeurs pour tout type s

> pour f:s1 X ... X s, — s, unique fonction d’interprétation
définie sur ces valeurs.

1a1g(0) €St terminale dans Alg((2).
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Algebres a observations pres

Considérons l'algebre A;,,c+fa1sc qui interpréte les constantes
true et false avec deux valeurs distinctes et avec une seule
valeur pour tous les autres types que bool.

A g B
X %

Atrue#false

La catégorie Alg(£2)/Asruetralse Caractérise les algébres qui
distinguent les 2 valeurs de vérité.
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Foncteur d’oubli

Soit o : Q1 = (S1, F1) — we = (S2, F») un morphisme de
signature.

Uy : Alg(92) — Alg(Q) défini par

> pour B Qs-algébre, U, (B) est la ;-algébre définie par :

> A, = B,y pours € 5,
> fA=or(f)Bpour f:s; xs, —sdans F

» pour g : B — B’ un morphisme dans Alg(,),
Uy(9) : Us(B) — Uy (B') est défini par :
Us(9)s(a) = gs(a) pour a € BO’S(S)

est le foncteur d’oubli selon le morphisme de signature o
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Dans le cadre de la modélisation géométrique, ...

Nous considérerons :

» la signature Q = ({bool,int}, {true, false :—
bool,0,1,...:— int,+ : int X int — int}) contenant les
types de données des booléens et des entiers, munis des
constantes usuelles et de I'addition de deux entiers

> l'algébre A définie par Apyo = {true, false} et A, = N et
linterprétation de I'opération + par I'addition dans N.
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Quelques mots de conclusion sur les catégories

Contraste entre :

» un excés de formalité pour des notions simples
(identité/réflexivité, associativité/transitivité)

> des notations et des concepts clés pour caractériser et
étudier différentes classes d’objets et raisonner a leur
propos
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Quelques mots de conclusion sur les catégories

Contraste entre :

» un excés de formalité pour des notions simples
(identité/réflexivité, associativité/transitivité)

> des notations et des concepts clés pour caractériser et
étudier différentes classes d’objets et raisonner a leur
propos

Intérét pour
> Abstraire et analyser
» Mettre en évidence de nouvelles connexions
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Introduction

Eléments de théorie des catégories
Définition et premiers exemples
Quelques constructions catégoriques
Catégorie des Q2-algébres
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Graphes typés
Graphes attribués
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Transformations dans Graph
Catégories adhésives et graphes attribués
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Graphes comme une catégorie ?

Bien sdir,
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Graphes comme une catégorie ?

Bien sdir,

mais autant de catégories de graphes qu’il y a de classes de
graphes :
> noeuds et arcs étiquetés ou non,
> contraintes sur les informations attachées aux nceuds ou
arcs.
» calculs sur les informations ou pas

49/98



Multi-graphes

Graphe (Multigraphe orienté avec

boucles) 0

Un graphe G = (V, E, s,t) est défini
par :

» ensemble de nceuds V,

» ensemble d’arcs E,

» fonction source s: E — V,

» fonctionciblet: E — V,

50/98



Exemples de graphes
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Catégorie Graph

Soit G = (Vg, Eg, sa,ta) et H= Vi, En,su,tm) 2 graphes.
Un morphisme de graphes m = (my,mg): G — H est défini
par deux fonctions

> my: Vg —> Vg

» etmg: Eq — Ey
préservant les sources et cibles des arcs, i.e., assurant les
diagrammes commutatifs suivants :

sGq tg

EG E— VG EG — VG
me| [ me | [ (2)
Eg —— Vg Egx — Vg

SH ty
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Graphes particuliers de Graph

Dans Graph :
> le graphe vide Gy = (0,0, 1p, 1y) est initial
» le graphe réduit a un seul nceud avec une boucle
({v},{e},s: e~ v, t: e — v) est terminal.

Un morphisme m = (my, mg): G — H dans Graph est un
mono (resp. un épi) si et seulement si my and mg sont des
fonctions injectives (resp. surjectives).
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Exemples de morphismes de graphes

G — Gy

G, Go
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Héritage des constructions catégoriques des
ensembles

Les multi-graphes sont par essence un couple d’ensembles
(noeuds et arcs) reliés par les fonctions source et cible.

Les constructions catégoriques des ensembles (produit, produit
fibré/pullback, somme amalgamée/pushout) se transposent pour
les multi-graphes.
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Somme amalgamée (pushout) pour les graphes

1 Gy
T T T P1 2
oL X el
1 2, vl 2 '

e X ‘
1 2! \ 2
Go G +1 Gs

Gy &2 1225 Gy, ie. Gy +1 G

~
~

Union disjointe de G, et G2 quotientée par I
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Somme amalgamée (pushout) pour les graphes

I Gy
,,,,, ) S
'® .}LX'OCB'
o1 2 L 1,2 !
______ N

|

V2 a

T A \

| |
A )
I

o0, . @< OB |
T 2, 11,2 |
______ \777777/
Go G471 Go

Gy &2 1225 Gy, ie. Gy +1 G

~
~

Union disjointe de G, et G2 quotientée par I
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Graphes étiquetés

Graphe étiqueté ou coloré

» décorations = ajout d’information sur les éléments (noeuds
ou arcs) des graphes

» information = élément d’'un ensemble fini (ou alphabet)

Ajout de fonctions d’étiquetage :
» [p: E — Xgpourles arcs
» [y : V — Xy pour les nceuds

N p—— v ,n,
t
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Catégorie des graphes étiquetés >-Graph

Soit ¥ = (Xy, Xg) un couple d’alphabets.
Un graphe étiqueté G = (Vg, Eg, sg, ta, lvg, leg) sur 3 est
défini par :
» un graphe (Vg, Eg, s, ta)
» une fonction d’étiquetage des nceuds lvg: Vg — Sy
> une fonction d’étiquetage des arcs leg: Eq — YE.

Les morphismes des graphes étiquetés m = (my, mg) assurent
la commutativité des diagrammes dans Set :

e e Ey
1& A{ lec\, A{
YE
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Exemple d’'un graphe étiqueté

() w () u
e : bleu e

() v OK
f :rouge f

OX: OX:

Deux visualisations d’'un méme graphe étiqueté :
» les nceuds sont étiquetés par une lettre de I'alphabet
A={ab,...,z}
> et les arcs sont étiquetés par une couleur de 'ensemble
C = {bleu, rouge, noir,vert, .. .}.

59/98



Exemple de morphismes de graphes étiquetés

(D) v
() u ¢
e e v
Ox @
f () w e’
Q w @ v
Oy
G G’ G"

» Morphisme de G vers G’ défini en associant a chaque
élément de G, nceud ou arc, sa version primée dans G'.
» Morphisme de G vers G” défini par

» u—u’ v v, w— v’ pourles noeuds
» e¢— ¢, f— f” pourles arcs.
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Structuration des informations

> Jusqu’a présent, la décoration des graphes est laissée
complétement libre.

» Comment exprimer des agencement entre les décorations ?

Par exemple, comment imposer qu’un arc rouge relie
nécessairement des noeuds étiquetés par b ?

(7 Un graphe type TG spécifie les relations
D entre les décorations.

,/@@\ Typer un graphe G selon TG :

- JJJ » les nceuds de TG représenteront les

N types de nceuds de G

7\ = ) > et les arcs de TG représenteront les
% types des arcs de G.
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Catégorie des graphes typés Graph/ TG

La catégorie des graphes typés sur un graphe type TG
Graphrg est la catégorie slice Graph/TG.

Attention :

» Rigoureusement, un graphe typé n’est plus un graphe, mais
un morphisme de graphes G — TG

» |l peut exister plusieurs morphismes G — TG, chacun de
ces morphismes décrivant un graphe typé distinct.
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Graphes bipartis comme des graphes typés

v w v w v w
e
b g | 2 y x y oz y
TG
z z z
Gq m:Gy = TG m' G = TG

Convention graphique :

> les éléments (nceuds et arcs) du graphe cible G héritent
pour décoration les éléments du graphe source TG

> les graphes typés sont représentés comme des graphes
étiquetés, en inscrivant les types sur les éléments de G.
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Morphismes de graphes typés

Les morphismes des graphes typés sont des triangles
commutatifs avec le graphe type TG comme cible.

v w m: G1 — G2
° - > pour les nceuds,
* 4 o of v U, w— v, =W,
y— v, etz
z w/
Gy Gy » chaque arc e de G, est
envoyé sur I'arc de G5
m A partageant les nceuds
€ source et cible.
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Propriétés de Graphyg s
» (TG, 11q) est terminal dans Graphrg,
> (Gp, Gy — TG) estinitial dans Graphrg,

> les monomorphismes (resp. épimorphismes) des graphes
typés sont les fonctions injectives (resp. surjectives)

> et I'existence des produits, produits fibrés, et sommes
amalgamées est assurée.
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Graphes étiquetés comme des graphes typés

La catégorie des graphes étiquetés sur ¥ = (Xy, X g) est
équivalente a la catégorie Graphyg (s des graphes typés sur
le graphe TG(X) = (Vx, Ex, sy, tx) défini par :

> Vs =Yy,

> FEy =g XXy X Xy,

> sy: By — Vy; (e,a,b) — a;

> ty: By, — Vy; (e,a,b) — 0.
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Graphes étiquetés comme des graphes typés

(bleu, a, b)

(bleu, a, a) (bleu, b, b)
(rouge, a,a) (rouge, b, b)
(bleu, b, a)

TG(A,C)
(W OB ONO
(W
OO E0 ko
’ O
O O
G1 G2 G3

A ={a,b}
C = {bleu,rouge}
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Informations pour calculer

Graphes étiquetés ou typés = les décorations sont des
éléments immuables.

Décorations comme des termes (exprimant des valeurs et des
calculs) = on parle alors d’attributs

Par simplicité, nous définissons les graphes attribués pour les
seuls nceuds, sans attribut pour les arcs.
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E-graphes : extension des graphes avec des données

E%VW—S“ A, p (3)

Un E-graphe G = (Vi, Dg, Ec, Ac, sa, ta, sag, tac) est défini
par

un graphe (Vg, Eq,sa, tg),

un ensemble de données Dg,

un ensemble d’arcs d’attribution Ag

et deux fonctions sag: Ag — Vg ettag: Ag — D¢ pour les
nosuds sources et cibles des arcs d’attribution.

>
>
>
>
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Catégorie des E-graphes

Un morphisme d’E-graphes m: G — H est défini par 4
fonctions :

> my: Vg — Vg,

» mp: Do — Dy,

> meg: EG — EH,

> etma: Ag — Ag
qui induisent des diagrammes commutatifs dans Set pour les
fonctions sources et cibles des arcs et des arcs d’attribution.

Les E-graphes et leurs morphismes forment une catégorie notée
EGraph.
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Graphes attribués comme des E-graphes définis sur
une Q-algebre

Graphes attribués

Un graphe Q-attribué AG = (G, .A) est défini par
» un E-graphe G = (Vg, D¢, Eqg, Ag, sa, ta, sag,ta(;)
> et une Q-algébre A vérifiant Dg = | |,cg As.
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Catégorie des graphes attribués

Un morphisme de graphes Q-attribués m: (G, A) — (H, B) est
un couple (mg, m4) avec

» m¢g: G — H un morphisme de E-graphes

» et my: A — B un morphisme d’algébres

assurant que le diagramme ci-dessous commute pour tous les
types s de S,

(ma)s

As Bs

/ l

Dg ——— Dy
(ma)p

ou les fleches verticales représentent des inclusions dans Set.

Les graphes Q-attribués et leurs morphismes forment la
catégorie Q-AGraph.
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Un graphe attribué

Arcs d’attribution :
{val; | i€ 1.5} U{flag; | j € 1..2}
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Graphes typés pour spécifier les arcs d’attribution

Graphes attribués : n'importe quelle donnée peut étre associée
a n’importe quel nceud.

Graphes attribués typés :
> catégorisation des attributs selon les types de données

» utilisation de I'algebre terminale 14,4(q) pour typer les
attributs
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Graphes attribués typés

Un graphe type Q-attribué est un graphe Q-attribué
ATG = (TG, lAlg(Q))'

La catégorie Q-AGraph g des graphes attribués typés sur
ATG est la catégorie slice Q-AGraph/ATG.
Chaque arc d’un graphe type Q-attribué ATG = (TG, 151¢(0))
décrit les attributs associés aux nceuds
» par un identificateur, I'arc lui-méme,
> et par un type de donnée, la valeur dans 144(q) cible de
l'arc.
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Exemples de graphes types

count

= —int]
/
bool - Jval
fiog ™ s ez
name
fi]“(;l qum(;Q
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Quelques commentaires

» Un arc d’attribution d’un graphe type décrit un attribut par

» un nom, le nom de I'arc lui-méme,
» un ensemble de valeurs, toutes les valeurs de type la cible
de l'arc d’attribution.

» Pas d’exigence en terme d’unicité ou de multiciplicité des
arcs d’attribution
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Catégories des graphes : que retenir ?

» Graph catégorie la plus basique, définie par un ensemble
de nceuds et un ensemble d’arcs

» Décorations des graphes comme des étiquettes, des
graphes types, des attributs ou leur combinaison

» Morphismes de graphes : notion clé pour effectuer les
transformations de graphes
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Introduction

Eléments de théorie des catégories
Définition et premiers exemples
Quelques constructions catégoriques
Catégorie des Q2-algébres

Catégories a base de graphes
(Multi)-graphes
Graphes étiquetés
Graphes typés
Graphes attribués

Transformations de graphes

Transformations dans Graph
Catégories adhésives et graphes attribués
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Comment réécrire les graphes ?

* o r a n t * * e u T *
o — 0 — 00— 0 —0—0—0— 0o — e — 0 — 0 —0—0— o

Pas de notion de début et de fin dans un graphe.

= |dentification d’éléments de jonction a I'aide de morphismes
de graphes.
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Regles de transformations de graphes
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Regles de transformations de graphes

Noeuds communs aux membres gauches et droits sont évidés
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Regles de transformations de graphes

Noeuds communs aux membres gauches et droits sont évidés

./w,._,.z\. ./,.Z\‘.
v Y ’U. ).y v 7@y
R

L K

Noeuds (et arcs) communs sont placés dans l'interface
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Regles de transformations de graphes

Comment généraliser la réécriture des chaines aux graphes
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Regles de transformations de graphes

Comment généraliser la réécriture des chaines aux graphes

p= (LvR)

» Trouver dans G un graphe similaire a L,
» Lenlever de G,

» Reconnecter R avec les éléments restants de G en
préservant les éléments de l'interface.
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Application des regles de transformations de graphes
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Application des regles de transformations de graphes
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Application des régles de transformations de graphes
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Application des régles de transformations de graphes

oo o % o o,
oo L o <— o K o ——>
o o o, 0

© 0.6
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En termes catégoriques

1 et 2 sont deux carrés commutatifs, définis comme des pushout.
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Y-a-t-il un souci ?
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Y-a-t-il un souci ?

Le span L + K — D n’est pas donné,
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Y-a-t-il un souci ?

Le span L + K — D n’est pas donné,
seulement le diagramme K — L — G.
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Y-a-t-il un souci ?

Le span L + K — D n’est pas donné,
seulement le diagramme K — L — G.

o

D existe-t-il nécessairement ?
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Contre-exemple
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Réécriture dans Graph

Une regle, ou production, p est un span L &K< Rde
monomorphismes.

Les graphes L, K et R sont respectivement appelés membre
gauche, interface et membre droit de la régle,
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Match pour une regle

Un match pour une régle p = L & K < Restun
monomorphisme m: L — G.

. . e . l
Un match satisfait la condition de recollement si K < L <% G
admet un complément de somme amalgamée, i.e., s'il existe un

objet D et une paire de morphismes K 5 DL Gtel que :

K

m

Q=
-

ol
PO
— D
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Condition d’arcs pendants

En se restreignant aux monomorphismes, la condition de
recollement se raméme a la condition d’arcs pendants suivante :

Aucun nceud de m(Vy) \ m(l(Vk)) est
la source ou la cible d’'un arc de E¢g \ m(EL).
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Dérivation directe

Unereglep =1L LHrd R transforme G en H via un match
m: L — G g'il existe un diagramme

L« K"+ R
ml PO l PO lm/
G D H

ou les deux carrés sont des sommes amalgamées.

La dérivation directe G ="™ H existe et est unique (a
isomorphisme prés) si m satisfait la condition de recollement.

m': R — H est appelé comatch de la dérivation.
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Un premier exemple de dérivation directe

; y ,® e, ) ‘e,
R

L K
v—=a
w — h
m:ox—g
y—>f
i
a
— <—>
b
c
G
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Un second exemple de dérivation directe
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Commentaires

» Réécriture par double somme amalgamée bien fondée dans
la catégorie Graph

» Bémol :la construction du complément de la somme
amalagamée est ad hoc.

La définition des catégories adhésives axiomatise I'existence
des sommes amalgamées (et produits fibrés) a I'instar de Set
afin d’assurer le bien-fondé de la réécriture.
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Catégories adhésives

Définies a I'aide de la notion de carré de Van Kampen
Propriétés

> Set et Graph sont des catégories adhésives

» stabilité des monomorphismes par somme amalgamées :

C —— A

]

B —— D

» unicité du complément de somme amalgamée (a
isomorphisme pres).
> préservation de I'adhésivité par slicing
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Regles de graphes attribués

La catégorie des graphes attribués n’étant pas adhésive, elle est
restreinte a la classe M de morphismes.

M est la classe des morphismes m = (mg, m4) de Q-AGraph
ou m¢ est un monomorphisme et m 4 est un isomorphisme
constitue un systeme stable de monomorphismes.

Une régle Q-attribuée est un span L «+ K — R de
M-morphismes dans Q-AGraph ou

> les graphes attribués partagent I'algebre 7o (X)
> et les morphismes d'algebres sont 1, x)-
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Une régle de graphes attribués

() () ) (=t
® O @ ®

I Ay Qy I «— I Ay — I Ay a
|
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és

ture de graphes attribu

eécri
|

7

Uner

Ayl

la,

w

(%

(%

w

(%

Match envoie 'arc v — w sur 'arc b — a
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En guise de conclusion partielle
Jusqu’a présent, panorama trés partiel des transformations de
graphes par I'approche catégorielle DPO
N’ont pas été abordé :
1. Approches alternatives a DPO
2. Des propriétés ou extensions telles que la confluence,
I'application concurrente des regles, la préservation de
propriétés, des conditions restrictives d’application
3. Les aspects outillages ou spécialisations en lien avec un
domaine d’application

La session suivante s’intéresse au point 3 pour la modélisation
géométrique.

>
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