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Inférence topologique

Inférence topologique
▶ Algorithme de parcours de graphe pour l’inférence de règles

appliquées sur des cartes généralisées.
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Inférence topologique Cartes généralisées

Cartes généralisées [Damiand et Lienhardt 2004]

• différents .
• mêmes et .
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Inférence topologique Cartes généralisées

Cartes généralisées [Damiand et Lienhardt 2004]

b

Construction sous forme de
graphe des G-cartes.

b identifie le sommet vert, l’arête
violette et la face bleue.

• différents .
• mêmes et .
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Inférence topologique Cartes généralisées

Cartes généralisées [Damiand et Lienhardt 2004]

b' b

Construction sous forme de
graphe des G-cartes.

0-liens :
• différentes sommets.
• mêmes arêtes et faces.
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Cartes généralisées [Damiand et Lienhardt 2004]

b'

b

Construction sous forme de
graphe des G-cartes.

1-liens :
• différentes arêtes.
• mêmes sommets et faces.

R. Pascual GTMG 2022 16-17 mars 2022 5 / 28



Inférence topologique Cartes généralisées

Cartes généralisées [Damiand et Lienhardt 2004]

b'

b

Construction sous forme de
graphe des G-cartes.

2-liens :
• différents faces.
• mêmes sommets et arêtes.
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Inférence topologique Cartes généralisées

Cartes généralisées [Damiand et Lienhardt 2004]

Construction sous forme de
graphe des G-cartes.

n-G-carte (union des graphes)

Graphe non-orienté étiqueté sur
les arcs sur [[0, n]] tel que :

• Incidence : chaque brin est
la source d’un unique arc
par dimension

• Cycle : tout ijij-chemin est
un cycle si i + 2 ≤ j

• différents .
• mêmes et .
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Inférence topologique Réécriture de graphes

Réécriture

L-systèmes
([Santos et Coelho 2009])

Grammaires de formes
([Di Angelo et al. 2012])
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Inférence topologique Réécriture de graphes

Réécriture de G-carte : insertion d’un sommet

r

R

x y
x' y'

x y
x' y'

w z

w' z'L
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Inférence topologique Réécriture de graphes

Enjeu de généricité
Exploiter la structure des G-cartes.

▶ Les opérations de modélisation géométrique sont paramétrées par
un type de cellules topologiques.
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Analyse des symétries
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Analyse des symétries
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Instanciation et inférence (GTMG 2021)
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Exemple en géologie (purement topologique)

Avant Après Operation
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Temps d’inférence : ∼ 3 ms
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Exemple avec Jerboa (purement topologique)

Avant
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Exemple avec Jerboa (purement topologique)

Après
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Inférence topologique Algorithme de repliement topologique

Points clefs

Les opérations de modélisation géométriques sont décrites par des
schémas de règles.

<0, 1>

n0

<1, 2>

n2

<_, 2>

n1

<0, _>

n0
1 0

• Description des opérations via un langage dédié.
• Motifs gauche et droit de la règle sont des graphes.
• Chaque noeud du graphe représente un ensemble de brins dans

la carte généralisée.
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Inférence géométrique

Inférence géométrique
▶ Programmation par contraintes pour l’inférence de calculs de

plongements.
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Inférence géométrique Modèle plongé

Comment afficher les objets ?

▶ Différentes géométries pour une même topologie.
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Inférence géométrique Modèle plongé

Comment afficher les objets ?

▶ Différentes géométries pour une même topologie.

(0,0) (1,0)

(0,1) (1,1)

(0,0.3)

(0.6,0)

(0.5,1)

(0.8,0.6)
(0.5,0.5)

(0.2,0)

(0.2,1)
(1,0.5)

Plongement sur les cellules topologiques : position.
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Inférence géométrique Modèle plongé

Comment afficher les objets ?

▶ Différentes géométries pour une même topologie.
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Plongement sur les cellules topologiques : courbure.
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Inférence géométrique Modèle plongé

Comment afficher les objets ?

▶ Différentes géométries pour une même topologie.

(196,251,76) (76,196,251)(255,251,0)

Plongement sur les cellules topologiques : couleur.
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Expressions de plongement
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Trois familles d’expressions :
• Accès aux plongements
▶ a.couleur =  ▶ a.position = A

• Calculs sur les types de plongement
• Parcours sur la G-carte
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Expressions de plongement
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Trois familles d’expressions :
• Accès aux plongements
• Calculs sur les types de plongement
▶  +  =  (RGB)

• Parcours sur la G-carte
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Expressions de plongement
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Trois familles d’expressions :
• Accès aux plongements
• Calculs sur les types de plongement
• Parcours sur la G-carte
▶ a@0.position = D
▶ position⟨0,1⟩(a) = {A,B ,C ,D}
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Extension aux schémas de règles
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Extension aux schémas de règles
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Extension aux schémas de règles
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4(A+ B + C + D)
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Extension aux schémas de règles
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Extension aux schémas de règles
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Inférence géométrique Expressions de plongements

Extension aux schémas de règles
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= middle(position⟨0,1⟩(n0))
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Inférence géométrique
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Il manque les calculs des plongements
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Méthode (inférence des positions)

▶ Hypothèse : Positions des points de l’objet cible C calculés par
combinaison affine des points de l’objet d’origine O.

Pour chaque position p d’un point de C , on cherche une expression :

p =
k∑

i=0

aipi + t

avec :

• p : position du point cible (connu)
• pi : position d’un point d’origine (connu)
• ai : coefficient (à déterminer)
• t : translation intrinsèque (à déterminer, optionnel)
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Schémas de règle : besoin d’abstraction

On cherche (ai)i tels que :
p =

∑k
i=0 aipi + t
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Problème : il faut la même
expression pour tous les
brins.
▶ Un schéma de règle crée
des abstractions des cellules
topologiques.

Solution : Exploiter la
topologie.
▶ Positions remarquables,
exprimées de la même
manière sur tous les brins.
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Positions remarquables

• ps : position du sommet
• pa : milieu de l’arête
• pf : milieu de la face
• pv : milieu du volume
• pcc : milieu de la composante

connexe
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Positions remarquables

avec
• ps : position du sommet

• pa : milieu de l’arête
• pf : milieu de la face
• pv : milieu du volume
• pcc : milieu de la composante

connexe

b
ps

ps = middle(position⟨1,2,3⟩(b))
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• pa : milieu de l’arête
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avec
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• pv : milieu du volume
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connexe
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Positions remarquables

avec
• ps : position du sommet
• pa : milieu de l’arête
• pf : milieu de la face
• pv : milieu du volume
• pcc : milieu de la composante

connexe

b
ps

pa

pf

pv

pcc

Via les positions remarquables, le système se réécrit :

p = asps + aapa + af pf + avpv + accpcc + t
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Exemple de résolution

a

b c

d

e

fg

h

a

b c

d

e

fg

h

L R

r

<0, 1>

n0

<1, 2>
position

n2

<_, 2>

n1

<0, _>

n0
1 0

Position de n2 dépend
uniquement de n0.

• Une équation par brin
de n0 (8 brins)

• Séparation sur x , y , z
• Système de 24

équations avec 8
variables
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Exemple de résolution

a

b c

d

e

fg

h

a

b c

d

e

fg

h

L R

r

<0, 1>

n0

<1, 2>
position

n2

<_, 2>

n1

<0, _>

n0
1 0

Position de n2 dépend
uniquement de n0.

• Une équation par brin
de n0 (8 brins)

• Séparation sur x , y , z
• Système de 24

équations avec 8
variables

n2.position = asn0.ps + aan0.pa + af n0.pf + avn0.pv + accn0.pcc + t

▶ Résolution par CSP (OR-Tools, Z3)
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Exemple : triangulation

▶ Equation globale :
n2.position = asn0.ps + aan0.pa + af n0.pf + avn0.pv + accn0.pcc + t

▶ Système généré (sans la composante z)

(0.5; 0.5)= as ∗ (0; 0)+aa ∗ (0.5; 0)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (1; 0)+aa ∗ (0.5; 0)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (1; 0)+aa ∗ (1; 0.5)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (1; 1)+aa ∗ (1; 0.5)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (1; 1)+aa ∗ (0.5; 1)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (0; 1)+aa ∗ (0.5; 1)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (0; 1)+aa ∗ (0; 0.5)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)
(0.5; 0.5)= as ∗ (0; 0)+aa ∗ (0; 0.5)+af ∗ (0.5; 0.5)+av ∗ (0.5; 0.5)+acc ∗ (0.5; 0.5)+(tx ; ty)

▶ Solution trouvée :
• as = −6.601425600620388E−17
• aa = 0.0
• af = 1.0

• av = 0.0
• acc = 0.0
• t = (0.0, 0.0)
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Exemple en géologie (avec géométrie)

Avant Après
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Exemple en géologie (avec géométrie)

Operation

<0, 1, 2>

n0

<0, 1, 2>

n1

<0, 1, 2>

n3

<0, 1, 2>

n2

3

3

<_, 2, 3>

n14

<0, 1, _>

n39

<0, 1, _>
position

n6

<_, 2, 3>

n12

<0, 1, _>

n32

<_, 2, 3>

n41

<0, 1, _>

n0

<0, _, 3>

n30

<0, 1, _>

n31

<0, _, 3>

n17

<_, 2, 3>

n16

<0, _, 3>

n24

<0, 1, _>

n26

<_, 2, 3>

n34

<_, 2, 3>

n13

<0, 1, 2>

n3

<0, 1, _>
position

n4
<0, _, 3>

n9

<0, _, 3>

n10

<0, 1, 2>

n2

<_, 2, 3>

n28

<0, 1, _>

n5

<0, _, 3>

n38

<0, 1, _>
position

n7

<0, _, 3>

n19

<0, _, 3>

n43

<0, _, 3>

n36

<0, _, 3>

n21

<0, 1, _>

n37

<0, 1, _>

n20

<0, _, 3>

n8<_, 2, 3>

n11

<_, 2, 3>

n40

<0, 1, _>

n1

<0, 1, _>

n42

<_, 2, 3>
position

n23

<0, _, 3>

n33

<0, _, 3>

n18

<0, 1, _>

n25

<_, 2, 3>
position

n35

<0, _, 3>

n27

<_, 2, 3>

n15

<_, 2, 3>

n22

<_, 2, 3>
position

n29

3

1

1

1

2

2

1

2

1

2

0

3

3

0

2

2

2

1

0

2

1

0

2

0

0

0

2

2

2

3

3

1

2

2

13

1

1

1

1

3

1

3

Temps d’inférence : ∼ 26 ms pour la topologie,
∼ 549 ms pour la géométrie
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Exemple en géologie (avec géométrie)

Avant

R. Pascual GTMG 2022 16-17 mars 2022 23 / 28



Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Exemple en géologie (avec géométrie)

Après
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Exemple : tapis de Menger
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Limites

• 1. On ne sait pas résoudre le système.

• 2. On ne trouve pas la "bonne" solution.
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Conclusion

▶ On infère une opération de modélisation géométrique à partir de
deux instances d’un objet avant et après modification.

▶ Topologie : Algorithme de parcours de graphe.

▶ Géométrie : Combinaison affine de points remarquables.
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Inférence géométrique Résolution par programmation par contraintes

Perspectives

• Autres positions remarquables (expressions de parcours)
• Autres familles de fonctions (plutôt que les combinaisons affines)
• Autres plongements
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Appendix Architecture

Jerboa’s architecture

Editor

Objects

Operation

Rules

Rule

Verifications

Jerboa Kernel

Applications

Generic Viewer
Load

Save

Apply Operations

Embeddings
Generated

Modeler Kernel

Operations

Mapping

to view



Appendix More about G-maps and their rewriting

Orbits

Vertex Edge Face

A C

B

E D

F

Gz

y

x

w

vu

C w F

<0, 2> <0, 1><1, 2>

2-arc

1-arc

0-arc

▶ Defined as subgraph induced by a subset of dimensions.



Appendix More about G-maps and their rewriting

How to preserve the consistency of the model ?

▶ Topological constraints : structure,
• E.g., vertices are incident to edges thats are incident to faces.

▶ Embedding constraints : geometry,
• E.g., all elements defining the same vertex should share the

same position.

Goal : The modification of a well-formed object should provide a
well-formed object.



Appendix Graph morphism

Réécriture

Réécriture de mots
• un alphabet Σ
• un ensemble de règles de réécritures u → v (u et v sont des

mots de Σ∗)

aux␣JIG → au␣GTMG

Vous␣assistez␣bien␣aux␣JIG␣! → Vous␣assistez␣bien␣au␣GTMG␣!
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Appendix Graph morphism

Comment réécrire un graphe ?

•
∗
−•

a
−•

u
−•

x
−•

␣
−•

J
−•

I
−•

G
−•

∗
−• → •

∗
−•

a
−•

u
−•

␣
−•

G
−•

T
−•

M
−•

G
−•

∗
−•

▶ Il n’y a pas de début ni de fin dans un graphe.
→ On identifie des éléments de recollement.
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Appendix Graph morphism

Règles de transformation de graphes

▶ But : Généraliser les techniques de réécriture de termes aux
graphes.

p = (L,R)
RL



Appendix Graph morphism

Règles de transformation de graphes

▶ But : Généraliser les techniques de réécriture de termes aux
graphes.

p = (L,R)
R

HG

L

• Trouver un motif similaire à L dans G ,
• Supprimer le motif de G ,
• Reconnecter R avec le contexte plus global du graphe cible.



Appendix Graph morphism

How to map graphs ? (from [König 18])

Graph morphism :

▶ Functions on nodes ands arcs that preserve structure.
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How to glue graphs ? (from [König 18])

Graph gluing :

▶ ∼ Quotiented disjoint union.
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▶ Arrows are graph morphismses.
▶ Squares are graph gluings.
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▶ Squares are graph gluings.
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G
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Appendix Graph morphism

Back to graph transformation rules

▶ L, K , R , G , D, H are graphs.
▶ Arrows are graph morphismses.
▶ Squares are graph gluings.

KL R

G

L

m

D

K

1

R

H

2



Appendix Graph morphism

Why does it has to be so complicated ?



Appendix Graph morphism

Rewriting G-maps

▶ Most conservative framework (all morphisms are injectives).

e f
g h

e f
g h

o p

q s

e f
g h

a b

c d
e f
g h

i j

k l
m n

m

a b

c d
e f
g h

i j

k l
m n

1

a b

c d
e f
g h

i j

k l
m n

o p

q s

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Spécification de l’algorithme

Algorithme :
▶ Entrée : G-carte avant, G-carte après, brin de la G-carte avant et
type d’orbite.
▶ Sortie : Schéma de règles pour l’opération correspondante.

a0

• Brin a0
• Type

d’orbite
⟨1, 2⟩



Appendix Algorithme de repliement topologique

Construction de l’interface (éléments préservés)

▶ Union de l’instance “avant”
et de l’instance “après” à l’aide
d’arcs reliant les brins
préservés.



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud, cas de l’ancre avec l’orbite ⟨1, 2⟩.

a0

<1, 2>

n0
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Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<1, 2>

n0

3
0



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a1

a0

c1
c0

b0

b1

0

<_, 2>

n1

<1, 2>

n0

3
0
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Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<1, 2>

n0

33

1

0
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Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a0

c2
c0

b0

b2

0

1

a2

<_, 2>

n1

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

33

1

0



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

33

1

3

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a0

c3

c0

b3
0

1
a3 0

b0

<_, 2>

n1

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

33

1

3

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

33

1

3
2

3

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a0

c4
c0

b0

b4

0

1

a4

0
2

<_, 2>

n1

<_, 1>

n4

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

33

1

3
2

3

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<_, 1>

n4

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

33

1

3

0

2

33

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a0

c0

b0

b5

0

1
a5

0
2

2

c5

<_, 2>

n1

<_, 1>

n4

<_, _>

n5

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

33

1

3
2

33

0

0

2

0
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Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<_, 1>

n4

<_, _>

n5

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

3

3

3

1

3

0

2

1

33

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a0

c6

c0

b0

b6
0

1a6 0
2

2
1

0

<_, 2>

n1

<_, 1>

n4

<_, _>

n5

<2, _>

n6

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

3

3

3

1

3

0

2

1

33

0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<_, 1>

n4

<_, _>

n5

<2, _>

n6

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

3

3

3

1

3

0

2

1

33

0

3
0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Constuction d’un nœud.

a0

c7

c0

b0

b7
0

1

a7

0
2

2
1

0

0

<_, 2>

n1

<2, 1>

n7

<_, 1>

n4

<_, _>

n5

<2, _>

n6

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

3

3

3

1

3

0

2

1

33

0

3
0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Détails de l’algorithme

Extension des arcs.

a0

<_, 2>

n1

<2, 1>

n7

<_, 1>

n4

<_, _>

n5

<2, _>

n6

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

<1, _>

n3

3

3

3

1

3

0

2

1

33

3

0

3
0

0

2



Appendix Algorithme de repliement topologique

Résultat de l’algorithme

▶ Schéma de règles à partir d’un sommet du cube :

<_, 1>

n4

<_, 2>

n1

<_, _>

n5

<2, 1>

n7

<1, _>

n3

<2, _>

n6

<_, _>

n2

<1, 2>

n0

1

0

3
3

2

1

3

0

3

2

0

33

3

3

0

<_, _>
!position!
!orient!

n259

<1, _>

n3

<_, 1>
!position!
!orient!

n273

<_, _>
!position!
!orient!

n256

<2, _>

n6

<_, _>
!position!
!orient!

n258

<_, _>

n2

<_, _>
!position!
!orient!

n248

<2, _>
!position!
!orient!

n270

<_, 2>

n1

<1, 2>

n0

<_, _>
!position!
!orient!

n261

<2, _>
!position!
!orient!

n266

<_, _>
!position!
!orient!

n249

<1, _>
!position!
!orient!

n263

<_, _>
!position!
!orient!

n254

<_, 1>
!position!
!orient!

n264

<_, _>
!position!
!orient!

n265

<_, _>
!position!
!orient!

n271

<_, 2>
!position!
!orient!

n245

<1, _>
!position!
!orient!

n252

<_, _>
!position!
!orient!

n268

<_, _>
!position!
!orient!

n269

<_, _>

n5

<_, 2>
!position!
!orient!

n244

<_, _>
!position!
!orient!

n253

<_, _>
!position!
!orient!

n272

<_, _>
!position!
!orient!

n255

<_, _>
!position!
!orient!

n247

<_, 1>

n4

<_, _>
!position!
!orient!

n260

<2, 1>

n7

2

0

3

3

1

2

0

3

3

0

3

0

3

0

3

2

21

1

3

3

3

3

3

3

3

1
3

0

12

2

3

2

3

3

0

1

1

0

2

3

1

3

0

1

0

0

0

3

3

1

3
2 2

3

0

3

33

3

0 0

3

2

2

0

3

1

3

3

1



Appendix Algorithme de repliement topologique

Résultat de l’algorithme

▶ Schéma de règles utilisé :

<0, 1, 2>

n0

3

<_, _, 2>
position
orient

n1

<_, 1, 2>

n0

<2, 1, _>
orient

position

n3

<2, _, _>
orient

position

n2

3 3

0 1 0

3 3

▶ Parmi les schémas
inférés, on retrouve le
schéma utilisé :

<0, 1, 2>

n0

3 <_, 1, 2>

n0

<2, _, _>

n2

<2, 1, _>

n3

<_, _, 2>

n1

3 3

3

0

1

0
3



Appendix Algorithme de repliement topologique

Résultat de l’algorithme

▶ Schéma de règles utilisé :

<0, 1, 2>

n0

3

<_, _, 2>
position
orient

n1

<_, 1, 2>

n0

<2, 1, _>
orient

position

n3

<2, _, _>
orient

position

n2

3 3

0 1 0

3 3

▶ Parmi les schémas
inférés, on retrouve le
schéma utilisé :

<0, 1, 2>

n0

3 <_, 1, 2>

n0

<2, _, _>

n2

<2, 1, _>

n3

<_, _, 2>

n1

3 3

3

0

1

0
3

• 768 schémas possibles.
• 14 schémas distincts (symétrie du cube).
• 48 schémas construits.
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